Fondamenti di Informatica mod. 2 2018/2019 M.Di Ianni

Esercizi: Macchine di Turing

1 Problemi

Problema 2.1: Sia L I’insieme delle stringhe s = (xx7...x,) di lunghezza pari e tali che:

x;i €{a,b},peri=1,...,n/2;

xi€{c,d},peri=n/2+1,...,n,

o xi=a<Sx,_ip1=c,peri=1,....n/2;

xi=bex, i1 =d,peri=1,....n/2.

Esempio. Le stringhe abacdc e aabbddcc appartengono a L, mentre le stringhe abadc e aabbadddcc non apparten-
gono a L.

Definire una macchina di Turing deterministica che accetti tutte e sole le parole contenute in L.

Problema 2.2: Sia k un valore costante (ad esempio, kK = 5). Scegliere opportunamente un modello di macchina
di Turing e progettare una macchina rispondente alle caratteristiche di tale modello che, ricevendo in input k parole
binarie p; = x11X12 ... X1n, P2 = X21X22 - - X2ps - -+ » Pk = Xk1Xi2 - - - Xin» tutte aventi la stessa lunghezza n (non costante),
esegue su tali parole il controllo di parita orizzontale e verticale, ossia, calcola le due parole o e v definite come segue:

® 0=010)...0;,dove,perognii=1,...,ko; =1 se p; contiene un numero dispari di 1, o; = 0 altrimenti (controllo
orizzontale);
e v=v(Vy...v,, dove, perognii=1,...,nv; =1 se la parola xy;xp; ... xz; contiene un numero dispari di 1, v; =0

altrimenti (controllo verticale).

Problema 2.3: Progettare una macchina di Turing che calcoli le due funzioni f: NXxN —-Ne g:NxN— Ndi
seguito descritte:

fn k)= (%], g(nk) = L%J con k > 0.
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Problema 2.4: SianoX = {a,b}eL = {a"bz" : n € N} ove, ricordiamo, a" & la parola costituita dalla concatenazione
di n caratteri a. Progettare una macchina di Turing che accetta tutte e sole le parole contenute in L.

Problema 2.5: Sia Ty una macchina di Turing definita sull’alfabeto ¥ = {a,b,c,d}. Derivare da Ty, una macchina 7p,
equivalente a Tz, che opera sull’alfabeto B = {0,1}.

Nota: non viene richiesta la prova formale di equivalenza delle due macchine, ¢ sufficiente limitarsi ad osservazioni
intuitive.

Problema 2.6: Sia k € N una costante, e sia NT; una macchina di Turing non deterministica con grado di non
determinismo pari a k. Definire una macchina di Turing non deterministica N7> con grado di non determinismo pari a
2 che sia equivalente a NTj.

Problema 2.7: Sia T una macchina di Turing di tipo riconoscitore, ad un nastro, definita sull’alfabeto {0, 1}. Definire
una nuova macchina 7Tp, a due nastri e definita su un alfabeto opportunamente introdotto, che utilizza i soli stati interni
q0, g4 € qr € che & equivalente a 7.

Suggerimento: utilizzare il secondo nastro di Ty per memorizzare lo stato interno in cui si trova T.

Problema 2.8: SiaX=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e siax = xjx;...X, una parola in ©*.

Si consideri una caccia al tesoro in cui il tesoro, rappresentato dal numero intero 0, puo esistere 0 meno e in cui la
parola x contiene la catena di indizi che portano a scoprire il tesoro, se esiste, o a concludere che il tesoro non esiste
nel caso contrario. In particolare

e il primo carattere x; di x (un intero compreso fra 0 e 9 oppure un O) ¢ il primo indizio: se x; = 0 allora il tesoro
¢ stato trovato, se x; = O allora il tesoro non esiste, altrimenti il prossimo indizio della caccia al tesoro ¢ nella
posizione 1+ x della parola x (ossia, il prossimo indizio ¢ il carattere x1, );

e in generale, se dopo un certo numero di passi non & ancora stato trovato il tesoro e non si ¢ capito che esso non
esiste, e, dunque, si & arrivati a leggere il carattere x;, allora: se x; = 0 allora il tesoro ¢ stato trovato, se x; = O
allora il tesoro non esiste, altrimenti il prossimo indizio della caccia al tesoro ¢ nella posizione i +x; della parola
x (ossia, il prossimo indizio ¢ il carattere x;yy;).

Si chiede, dunque, di progettare una macchina di Turing che, con input x € £*, decide se, in accordo alle regole appena
descritte, x contiene il tesoro.

Problema 2.9: SiaX = {a,b,c,d}. Si consideri la macchina di Turing 7' definita sull’alfabeto ¥ descritta dal seguente
insieme di quintuple:

(90,a,a,q1,d) (q0,x,x,qr, f) Vx € 2U{0} —{a}
<q1abbq2’ > <q1aquR7 >VXEZU{D}—{19}
(q2,%,%,q2,d) Vx e 2—={0}  (g2,0,0,¢3,5)

<q3ad d y 44,8 > <q3,x X,4qR; >VX € EU{D} 7{d}
<6]4aC ¢, 4qA, > <q4;x X, 4R, >VX € EU{D} _{C}a

dove gg, g4 € qr sono, rispettivamente gli stati iniziale, di accettazione e di rigetto di 7.

Dopo aver definito il linguaggio L C X* deciso da 7, si trasformi T in una macchina 7’ definita sull’alfabeto {0, 1}
equivalente a T
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2 Soluzioni

Soluzione del problema 2.1

Sia s = (x;x2...x,) € {a,b,c,d}" e 6(s) = (y1y2...ya) € {0,1}" la stringa binaria associata ad s secondo le regole
seguenti:

e Vvi=0&x;=aVxi=c,perl <i<m;

e yy=1&x=bVxi=d,perl <i<n.

Segue dalle definizioni di L e di o(s) che s € L se e soltanto se o(s) ¢ una stringa palindroma. Pertanto, la macchina
di Turing richiesta ¢ una banale modifica di quella vista a lezione per il linguaggio PALINDROMIA: T ¢ definita
sull’alfabeto {a,b,c,d,0} (O ¢ il carattere blank) e sull’insieme degli stati O = {40,494, 9p,9c,9d> Gind> Gace> Grig } in cui
qo ¢ lo stato iniziale, g, lo stato finale di accettazione € gy;g lo stato finale di rigetto. L’insieme delle quintuple di T
¢ il seguente (per chiarezza di notazione, indichiamo con dx e sx, rispettivamente, lo spostamento a destra e a sinistra
della testina)

1. {(90,a,0,qq,dx);

2. (qa,a,a,9a,dx), (4a;b,b,qa,dx), (ga; ¢, ¢, qa,dX), (qa,d,d, qa, dx);
3. {q4,0,0,qc,5x);

4. (qes¢,0,Gind, $%);

5. {qc,a,a,qrig, )5 {qes b, b, qrig, f), (Ge,dyd, qrig, ), (4e, 8,0, drig, f)3
6. (q0,b,0,94,dx);

7. (qb,a.a,qp,dx), (g, b,b,qp,dx), {qp,c,c,qp,dX), (qp,d,d,qp,dx);
8. (qp,0,0,94,5x);

9. (qa,d,0,qind,sX);

10. (qa:a,a,qrig: f)s (qa,b,0,Grig, £), (qd+ €, ¢ Grigs )5 (qa> 0,0, Grig, )3
11. (Gind @, @; Ginds$X), (Ginds Ds by Gind s SX)s (Qind s €€, Gind s5%)s (Gind . d, Gind , %)
12. (Gina, 5,0, qo,dx);

13. {(q0,0,0, qace f)3

14. (q0,¢,¢,4rig, f)s (90,d,d, rig, f)-

Soluzione del problema 2.2

Viene utilizzata una macchina di Turing a k + 2 nastri a testine indipendenti: i primi k nastri contengono le k parole
P1s P2, - -+ Pk, sul nastro k+ 1 viene scritta la parola o e sul nastro k + 2 viene scritta la parola v.

La macchina opera in due fasi: durante la prima fase calcola la parola v e la scrive sul nastro k 42, durante la seconda
fase calcola la parola o e la scrive sul nastro k+ 1.

Inizialmente, i primi k nastri contengono I’input, scritti a partire dalle cella di indica 0, 1a macchina si trova nello stato
iniziale g e le testine sono posizionate sulle celle di indice O dei rispettivi nastri.

Descriviamo la prima fase, che utilizza gli stati g, qgo, qgl, qgo, qgl, qZO, qu e g7. Nello stato go, se la testina

del primo nastro legge O allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato qEO e
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(soltanto) la testina del nastro 1 si muove a destra; se la testina del primo nastro legge 1 allora tutte le testine riscrivono
quello che hanno letto, la macchina entra nello stato q‘2’1 e (soltanto) la testina del nastro 1 si muove a destra: Vx»,...,x;

<q07(07-x25 .. '-xkaD7D)7 (O,XQ,. "xka\:‘a D)7Q§07 (daf7 af))
<q07(17-x25 o 'xkaD7D)7 (17x27' '~xk7\:|a D)7q517(d5f7"' af))

Poi, in generale, peri =2,...,k—1:

e nello stato qlVO, se la testina del nastro i legge O allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la
macchina entra nello stato quJ(:l e (soltanto) la testina del nastro i si muove a destra; se la testina del nastro i
legge 1 allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato ql‘-’}rl e (soltanto) la
testina del nastro i si muove a destra;

e nello stato ql-“, se la testina del nastro i legge O allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la

macchina entra nello stato qlﬂl e (soltanto) la testina del nastro i muove a destra; se la testina del nastro i legge
1 allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato qlVRI e (soltanto) la testina
del nastro i si muove a destra.

Infine,

e nello stato q,to, se la testina del nastro k legge 0, allora tutte le testine tranne la k + 2 riscrivono quello che hanno
letto, la testina k + 2 scrive 0, la macchina entra nello stato gg e (soltanto) la testina del nastro k 4 2 si muove a
destra; se la testina del nastro k legge 1 allora tutte le testine tranne la k + 2 riscrivono quello che hanno letto, la
testina k + 2 scrive 1, la macchina entra nello stato gq e (soltanto) la testina del nastro k + 2 si muove a destra;

e nello stato q,tl , se la testina del nastro k legge 0, allora tutte le testine tranne la k + 2 riscrivono quello che hanno
letto, la testina k + 2 scrive 1, la macchina entra nello stato gg e (soltanto) la testina del nastro k + 2 si muove a
destra; se la testina del nastro k legge 1 allora tutte le testine tranne la k + 2 riscrivono quello che hanno letto, la
testina k + 2 scrive 0, la macchina entra nello stato g e (soltanto) la testina del nastro k£ + 2 si muove a destra.

La prima fase termina quando, nello stato gg la testina del nastro 1 legge O: in questo caso, tutte le testine riscrivono

quello che hanno letto, la macchina entra nello stato g; e le testine dei nastri 1, ..., k si muovono a sinistra.
La seconda fase utilizza gli stati 47, ¢{°, 49", ..., 40, ¢{°. 43", 4}, Negli stati g7, ¢?°, q?' viene calcolato il bit o; della
parolao,peri=1,... k:

e nello stato g7, se la testina del nastro i legge 0, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la
macchina entra nello stato qigo e (soltanto) la testina del nastro i si muove a sinistra; se la testina del nastro i
legge 1, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato qf’l e (soltanto) la
testina del nastro i si muove a sinistra;

e nello stato ql.oo, se la testina del nastro i legge O, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la

macchina rimane nello stato q‘-’o e (soltanto) la testina del nastro i si muove a sinistra; se la testina del nastro
ol e (soltanto)

l
i legge 1, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato g
la testina del nastro i si muove a sinistra; se la testina del nastro i legge O allora tutte le testine tranne la k4 1
riscrivono quello che hanno letto, la testina k+ 1 scrive 0, la macchina entra nello stato g ' € (soltanto) la testina

del nastro kK + 1 si muove a destra;

e nello stato qfl, se la testina del nastro i legge 0, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la
macchina rimane nello stato qfl e (soltanto) la testina del nastro i si muove a sinistra; se la testina del nastro
i legge 1, allora tutte le testine riscrivono quello che hanno letto, la macchina entra nello stato qfo e (soltanto)
la testina del nastro i si muove a sinistra; se la testina del nastro i legge O allora tutte le testine tranne la K+ 1
riscrivono quello che hanno letto, la testina k+ 1 scrive 1, la macchina entra nello stato g7 1€ (soltanto) la testina

del nastro k + 1 si muove a destra.
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La parola o € stata calcolata e lo stato g;_ ; ¢ lo stato finale.

Soluzione del problema 2.3

Definiamo una macchina di Turing 7 a 4 nastri (a testine indipendenti) che calcola simultaneamente [7 ] e | 7] come
di seguito descritto:

e il nastro N; contiene I’input n ed il nastro N, contiene I’input k, ivi memorizzati in unario all’inizio della
computazione, preceduti e seguiti da OJ;

e il nastro N3 ¢ il nastro di lavoro e di output per la funzione [%], inizialmente vuoto, sul quale, al termine della
computazione, si trovera il valore [7];

e il nastro N4 ¢ il nastro di lavoro e di output per la funzione | 7], inizialmente vuoto, sul quale, al termine della
computazione, si trovera il valore | 7].

T utilizza gli stati go (stato iniziale), g1, g2 e lo stato finale gr: gg (oltre ad essere stato iniziale) indica che sul nastro
N ¢ stato letto un numero di 1 pari ad un multiplo di k, ¢; indica che sul nastro N; ¢ stato letto un numero di 1 pari ad
un multiplo di k pitt qualche ulteriore 1 (in numero inferiore a k), e g indica che la scansione del nastro 2 ¢ terminata
avendo letto per ciascun 1 sul nastro N, un corrispondente 1 sul nastro N; (ossia, se la macchina entra per la h-esima
volta nello stato ¢», allora n vale almeno hk) ed occorre riposizionare la testina di N, sul simbolo 1 piu a sinistra.

11 valore [%1 viene calcolato scrivendo un 1 sul nastro N3 ogni volta che, nello stato gg, viene letto un 1 sul nastro
Np: questo significa che n ¢ almeno un multiplo di k (perché la macchina ¢ nello stato gg) pitt 1 (perché viene letto
un 1). Cosi, se n = hk+m, con m < k, al termine della scansione dell’input, risultano scritti sul nastro N3 4 1 piu un
eventuale ulteriore 1 se m > 0.

Analogamente, il valore | % | viene calcolato scrivendo un 1 sul nastro Ny ogni volta che la macchina entra nello stato
q>: questo significa che n ¢ almeno un multiplo di k. Cosi, se n = hk +m, con m < k, al termine della scansione
dell’input, risultano scritti sul nastro N4 / 1.

Formalmente, le quintuple utilizzate sono:

<LI07(17 I,D,D),(l, L, 175)391;(d7d7d7f)
(0.(0,1,0,0),(0,1,0,0),9r,(f. . f. f)
<C]1,(]7 lvD7D)7(]a I,D,D)7q1,<d,d,f,f)
(q1,(1,0,0,0),(1,0,0,1),q2, (f,s, f,d)
(q1,(0,1,0,0),(0,0,0,0).qF, (f, f, f.f)
(¢1,(0,0,0,0),(0,0,0,1),qF, (f, f, f..f)
(qz,(l,l,D,D)7(1,1,D7D),q2,(f7s,f,f)
)

)
)
)
)
)
)
)
{92,(1,0,0,0),(1,8,0,0),q0, (f,d, [, ))

Soluzione del problema 2.4

La macchina T che decide L opera come di seguito descritto. Nello stato gg, T legge il simbolo nella cella scandita
dalla testina e, se tale simbolo & a, lo cancella, entra nello stato g,, raggiunge la fine della parola e, se gli ultimi due
caratteri sono una coppia di b, li cancella e torna all’inizio della parola. Se invece la parola termina con qualcosa
di diverso, T entra nello stato di rigetto gg. Analogamente, se nello stato go 7 legge b allora entra nello stato gg.
Se, infine, nello stato go T legge O allora entra nello stato di accettazione g4 (in quanto la parola input ¢ la parola
vuota, che appartiene ad L, oppure tutti i suoi caratteri sono stati cancellati). Formalmente, 7" & definita dalle quintuple
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seguenti:

(g0,a,0,qq,destra) (q0,b,b,qr, fermo) (q0,8,0,qa, fermo) 2.1
(qa,a,a,qq,destra) (qa,b,b,qap,destra) (q4,8,0,qg, fermo) 2.2)
(qab,a,a,qr, fermo) (qabs b, b, qap,destra) (qap, 3,0, qp, sinistra) (2.3)
(gp,b,0,qp1, sinistra) gli altri casi non sono possibili 2.4)
(qp1,a,a,qr, fermo) (qp1,b,0,q1,sinistra) (qp1,0,0,qr, fermo) (2.5)
(q1,a,a,q1,sinistra) {q1,b,b,q1,sinistra) (q1,0,0,qo,destra) (2.6)

Soluzione del problema 2.5

Data I’equivalenza fra macchine di Turing ad un nastro e macchine di Turing che utilizzano piu nastri, senza perdita
di generalita possiamo assumere che Ty sia una macchina ad un nastro.

Innanzi tutto, fissiamo una codifica p : {a,b,c,d,0} — {0,1,0}? dei simboli dell’alfabeto di lavoro XU O di T
nell’alfabeto di lavoro BU O di 7p: scegliamo

p(a) =00 p(b) =01 p(c)=10 pld)=11 p(0)=00.

Codifichiamo, inoltre ogni simbolo O eventualmente presente, o che scriveremo, all’interno della stringa input di 7y
mediante una coppia di caratteri O: ossia, il blank viene rappresentato in 7 nella forma OO.

Cio premesso, presentiamo due soluzioni differenti al problema in questione, la prima delle quali definisce una
macchina Ty a due nastri a testine solidali, la seconda una macchina ad un solo nastro.

Soluzione 1. La macchina Tp proposta in questa soluzione ¢ dotata di due nastri, N; ed N, sui quali vengono scritti,
rispettivamente, il primo simbolo e il secondo simbolo della codifica binaria sopra descritta degli elementi di XU {0}
che costituiscono I’input: ad esempio, se 1’i-esimo carattere dell’input di 7y ¢ il carattere ‘c’ (ossia, la cella i-esima
del nastro di T al tempo ¢ = O contiene il carattere ‘c’), allora nella cella N, [i] viene scritto il simbolo 1 e nella cella
N [i] viene scritto il simbolo 0. Assumiamo, quindi, che, all’istante iniziale, la codifica dell’input di T sia scritta sui
due nastri di 7p in accordo alla regola appena descritta.

Mostriamo, ora, come derivare le quintuple di Tz da quelle di 7x; cominciamo con 1’osservare che, per costruzione,
se all’istante iniziale la testina di 7z legge un carattere ¢ € X allora, all’istante iniziale, le due testine di 7 leggono i
due bit b; (o) e by(o) corrispondenti alla codifica di o. Allora, per ogni quintupla di 7 del tipo {go,0,T,q2,m), la
macchina 7y contiene la quintupla

<q0’ (bl (G),bz(O’)), (bl (T)7b2(1))7q25m>'

Intuitivamente, 1’osservazione appena fatta puo essere generalizzata (la dimostrazione formale & non richiesta): se
all’istante ¢ la testina di Ty legge un carattere o € X allora, all’istante ¢, le due testine di T leggono i due bit b; (o)
e by(o) corrispondenti alla codifica di 6. Allora, per ogni quintupla di 7 del tipo {(g;,0,7,g2,m), la macchina Tp
contiene la quintupla

{q1,(b1(0),02(0)), (b1(1),b2(7)), g2, m).

Soluzione 2. La macchina Tp proposta in questa soluzione ¢ dotata di un solo nastro sul quale viene scritta inizialmente
la codifica binaria dell’input di Tx.

Consideriamo, ora, una quintupla {(gy,s;,s2,g2,m) di Ty, con 51 € X e s € LU {0}, e trasformiamola in una serie di
quintuple di Tp. Mostriamo questa trasformazione nel caso particolare in cui s; = a, s, = b e m = S (gli altri casi sono
analoghi, ricordando che il simbolo O di 7y ¢ codificato in 7 mediante O0):

<QI70707Q(])7D>7 <q(1)70717q(2)7s>7 <q(2)70707q;in717s>7 vxe {071} <q;in’l7x7‘x7Q27S>
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La prima quintupla sopra, a partire dallo stato g; verifica che il carattere letto possa essere il primo caratere della
codifica di a: se questo & vero, entra nello stato q(l) (che tiene traccia dello stato di partenza g; e del carattere letto
0) e si muove a destra per controllare se il carattere successivo & proprio il secondo carattere della codifica di a; in
tal caso, la seconda quintupla sopra inizia 1’esecuzione della quintupla {(qi,s1,s2,¢g2,m) di Ty scrivendo il secondo
carattere di b (1), entrando nello stato qg (che tiene traccia del primo carattere di b che deve essere scritto nella cella
immediatamente a sinistra e dello stato in cui dovra entrare al termine della esecuzione della quintupla) e muovendosi
a sinistra. La terza quintupla sopra, scrive il carattere O (il primo carattere della codifica di b, specificato all’interno
dello stato attuale qg) esi prepara a spostare la testina a sinistra di due posizioni (perché il movimento della quintupla
di Ty ¢ S) entrando nello stato q‘;’"’l e spostandosi a sinistra. Infine, la quarta quintupla, indipendentemente dal carattere
letto, sposta la testina a sinistra ed entra nello stato g;, predisponendosi a simulare un’altra quintupla di Tx.

Consideriamo, infine, una quintupla (g3,d,s,q4,m) di Tz, con s € XU {0}, e trasformiamola in una serie di quintuple
di 7. Mostriamo questa trasformazione nel caso particolare in cui s, = ¢ e m = D (gli altri casi sono analoghi):

<q3’D,D7q3E|7D>7 <q3E|7D707q‘117S>) <q41t’D717qZ€S’17D>7 v'X:G{()71} <quS’17'x7x)q47D>
La spiegazione di questo ultimo gruppo di quintuple & analoga a quella del gruppo precedente.

Per affermare che T simula Ty, consideriamo la computazione T (x), per una qualsiasi parola x € X*, e la computazio-
ne Tz(p(x), dove p(x) & la codifica di x mediante p. Osserviamo, allora, che, per come abbiamo costruito le quintuple
di T3, se ad un dato istante ¢ > 1 della computazione Tx(x)' viene eseguita la quintupla {(g1,s1,52,¢2,m) e che all’i-
stante ¢ + 1 Ty si trova nello stato ¢, e la sua testina & posizionata su una cella che contiene il carattere s € XU {0},
allora all’istante 4¢ della computazione Tp(x) inizia I’esecuzione delle quattro quintuple corrispondenti descritte sopra
e all’istante 4t 4+ 4 Tp si trova nello stato g, e la sua testina ¢ posizionata su una cella che contiene il primo carattere
della codifica di p(s) di s.

Una dimostrazione formale di quanto affermato sopra richiede un semplice ragionamento induttivo che, comunque,
non era necessario ai fini dell’esame.

Soluzione del problema 2.6

Indichiamo con X, con Qy, e con P, rispettivamente, ’alfabeto, 1’insieme degli stati, e I’insieme delle quintuple che
definiscono NTj. Poiché NT; ¢ una macchina non deterministica, ¢ possibile che, per qualche x € X; e per qualche
q € Ok, Pr contenga piu di una quintupla i cui primi due elementi siano, rispettivamente, g e x. Indichiamo, dunque,
per ogni x € ¥ e per ogni g € Ok, con P(g,x) I'insieme delle quintuple in P, i cui primi due elementi sono ¢ e x (si
osservi che tale insieme pud essere vuoto). D’altra parte, poiché il grado di non deteminismo di N7 ¢ k, per ogni
x € ¥y e perogni g € O, |P| <k.

Siano, dunque, x € X e g € O tali che

Pk(Q7x) = <‘I7x7x17511>m1>a <q,x7x2aq27m2>a <an7-xh7qhamh>

con h > 2 (e, ovviamente, i < k). Ricordiamo che il significato dell’insieme P;(q,x) di quintuple & il seguente: se la
macchina si trova nello stato g e legge sul nastro il simbolo x allora deve eseguire o la quintupla {(g,x,x;,q1,m) o la
quintupla (g,x,x2,g2,m2),. ..o la quintupla (g,x,x,,q,,my). Per ottenere lo stesso comportamento con una macchina
che abbia grado di non determinismo 2, ragioniamo nel modo seguente: se la nuova macchina si trova nello stato g
e legge sul nastro il simbolo x allora deve eseguire la quintupla (q,x,x1,q1,m;) oppure non deve eseguirla - ossia,
deve eseguire un’altra quintupla (g,x,x,¢}(x),ferma); a questo punto, nello stato ¢/ (x) e leggendo il simbolo x,
deve eseguire la quintupla (¢} (x),x,x2,q2,mz) oppure non deve eseguirla - ossia, deve eseguire un’altra quintupla
(q,x,x,¢5(x), ferma), e cosi via.

Quanto appena descritto ¢ illustrato in Figura 2.1: la parte (a) mostra il comportamento della macchina N7; quando si
trova nello stato interno g e legge sul nastro il simbolo x (e, dunque, esegue una quintupla scelta in P;(g,x)), mentre la
parte (b) mostra la sequenza di passi che devono essere eseguiti dalla macchina N7, per ottenere un un comportamento
equivalente.

! Assumiamo che la computazione inizi al tempo ¢ = 1.
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{q.x (q.x

X1,q1,my)

X1,q1,m1)  X2,q2,Mm3) Xp, Gy M) X2,q2,m2)

(a) A

X1 Gh—1>Mh—1)  Xps Qs M)

(b)

Figura 2.1: Un passo non deterministico di grado # > 2 in (a) e gli 7 — 1 passi non deterministici di grado 2 ad esso
equivalenti in (b).

Lo schema illustrato in Figura 2.1 puo essere implementato in linguaggio PascalMinimo. A questo scopo, assumia-
mo. come di consueto, che lo stato interno della macchina sia memorizzato nella variabile g, il contenuto del nastro
nell’arrayN, la posizione della testina della variabile intera ¢ e che il movimento della testina sia indicato da un intero
in {—1,0,1}. Allora, il passo non deterministico di grado k & implementato nel seguente frammento di codice

EESNOS I (SR

scegli una quintupla (g, N[t],x;,q;,m;) nell’insieme Py(q,n|t]:
N[t] = x;;

q—4qi;

t—t+m;

mentre la sequenza di passi non deterministici di grado 2 ¢ implementato nel seguente frammento di codice

O O 00 JON N B~ Wi —

10
11
12
13
14

i — 1; scelta — falso;
while (i < |Pi(q,N[t] — 1) A scelta — falso) do begin
scegli se eseguire la quintupla (g, N[t],x;,g;,m;) oppure no:
if (hai scelto di eseguire la quintupla (g, Nt],x;,q;,m;)) then begin
N[t] = x;;
q—qi;
t—t+m;
scelta — vero;
end;
elsei —i+1;
end;
if (scelta — falso) then begin
N[l‘] — X,
q = 4h;
t —1t+my;
end.

Definiamo, ora, formalmente, la macchina N7>, il cui alfabeto di lavoro & ancora X ed il cui insieme degli stati O»
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contiene propriamente Q. Indichiamo con P> I’insieme delle quintuple di NT; e, per ogni x € X e per ogni g € O,
con P, (g,x) I’insieme delle quintuple in P, i cui primi due elementi sono g e x.
Se

Pe(q,x) = (q,x,x1,q1,m1), (q,X,X2,q2,m2), ... (g, X, Xp,qn, Mp)
e 2 < h <k, allora introduciamo I’insieme dei nuovi stati interni Q»(g,x) = {¢}(¢,x),-..,q},_»(g,x)} e definiamo
I’insieme P»(g,x) come costituito dalle quintuple seguenti:

<an7x17q17ml> <an7-x7q/1(q7x)a ferma>
<q/1 (qu)ax7x2>q27m2> (q/l (q,x),x,x,q/z (q,x), ferma>
<C]/2(6],X),X,X3,C]3,I’I’l3> <6]/2(q,x),x,x,q/3 (C],X), ferma>
<qu2(q?x)axaxh71athl 7mh71> <CI2172(Q7X)7xaxhaqh;mh>~

Se, invece |P(g,x)| < 2, allora definiamo P>(g,x) = Pi(g,x) e Q2(g,x) = 0. Infine, poniamo P> = Uycg, A xexP2(g,x).
Allora, per costruzione, per ogni ¢ € Qy e per ogni x € X, il numero delle quintuple in P>(g,x) che iniziano con la
stessa coppia stato-simbolo & al pit 2. Infine, sempre per costruzione, Q>(q,x) N Qx2(¢,X') =0se g#q ox#x, e
questo completa la prova che il grado di non determinismo di N7 ¢ 2.

Soluzione del problema 2.7

In quanto segue, descriviamo una macchina 7y a due nastri a testine indipendenti.
Poiché, come indicato nel suggerimento, il secondo nastro di 7y contiene gli stati interni di 7T',, allora 1’alfabeto di
lavoro di Ty & {0,1} U Q, dove Q & I’insieme degli stati di Q.

La macchina T, non avendo possibilita di cambiare stato (se non quando entra in uno stato finale), deve utilizzare il
secondo nastro per tener traccia dei cambiamenti di stato di 7, durante le sue computazioni, e per scegliere in base ad
essi le quintuple da eseguire.

All’inizio della computazione, il nastro di T contiene I'input x € {0,1}* e, quindi, corrispondentemente, il nastro
1 di Ty contiene x e il nastro 2 ¢ vuoto. Quando T esegue la prima quintupla, ¢ possibile che essa cambi stato:
in corrispondenza, quando Ty esegue la prima quintupla, leggendo O sul secondo nastro, scrive lo stato di arrivo
della corrispondente quintupla di 7 sul secondo nastro. Formalmente: ad ogni quintupla {qo,a,b,q’,m) di T (con
m € {sinistra,fermo,destraea,b € {0,1}) corrisponde in Ty la quintupla

<6]07 (av D)v (bvq/)vq()v (mv fermo)>.
Successivamente, il contenuto del secondo nastro di Tp sara utilizzato per capire quale quintupla di 7" eseguire. Quindi,
ad ogni quintupla (q,a,b,q’,m) di T corrisponde in Ty la quintupla

(90, (a,q),(b,4), q0, (m, £ermo)).

Infine, quando Ty legge sul nastro 2 lo stato g, o gg, entra nello stao corrispondente e termina: quindi, anche le seguenti
due quintuple fanno parte delle istruzioni di Ty

<q0; (a7qA)a (aan)7qA7 (fermoa fermo»a

<q05 (aaqR)’ (aaqR)qu7(fermov fermo)>a
per ognia € {0,1}.

Soluzione del problema 2.8

Ad ogni passo, leggendo il carattere ¢ nella cella scandita dalla testina, la macchina T che decide il problema deve
operare come segue:
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e se ¢ =0, allora T entra nello stato di accettazione g4 e termina;
e se ¢ = 0, allora T entra nello stato di rigetto g e termina;

e se ¢ ¢ un valore compreso fra 1 e 9, allora T sposta la sua testina a destra di ¢ posizioni.

Per eseguire quanto indicato nel terzo punto sopra, dotiamo 7', oltre che dello stato iniziale g, dello stato di accetta-
zione g4 e dello stato di rigetto gg, degli stati g1, g2, g3, 94, g5, g6 47, g3 € go: quando T & nello stato g;, con 1 <i <9,
indipendentemente da quello che legge la sua testina, sposta la testina a destra di una posizione ed entra nello stato
qi-1-

Quindi, la macchina T ¢ descritta dalle quintuple seguenti:

(40,0,0,q4, ferma), (q0,0,0,qg, ferma), (qo,i,i,qiferma) V1 <i<9,

(qi, x,x,qi—1,destra) V1 <i<9, Vxe€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} u{0O}.

Soluzione del problema 2.9

Il linguaggio L(T), deciso dalla macchina T, & costituito dalle parole in £* che iniziano con ab e terminano con cd ed
¢ definito formalmente nel modo seguente

L(T) = {abxcd : x e £*}.

Definiamo, innanzi tutto, una codifica x : £ — {0, 1}*: sia, dunque, x(a) =00, x(b) =01, x(c) =10e x(d) = 11.
La macchina Ty, definita sull’alfabeto {0, 1} che decide il linguaggio L(T) codificato secondo la codifica x utilizza
I'insieme di stati Qo1 = {q0,¢0(0),41,91(0),92,93,93(1),q4,44(0),q4,qr}, ove qo & lo stato iniziale, ed & descritta dal
seguente insieme di quintuple:

quO 0 610( )a

d) qo,%,%,qr, f) Vx € {1,0}
40(0),0,0,9:,d)
d)

( (

( (q0(0),x,x,qr, ) Vx € {1,0}
<6117006h 0), (q1,%,%,qr, f) Vx € {1,0}
(¢1(0),1,1,q2,d) (91(0),x,x,qr, f) Vx € {0,0}
(q2,x,x qg, d)vx e {0,1} (q2,0,0,q3,s)
(93.1,1,q3(1),s) (q3,%,%,qr, f) Vx € {0,0}
(q3(1),1,d,qa,s) (q3(1),x,x,qr, ) Vx € {0,0}
<q4 0,0, ( ) S> <CI4,X X, 4R, f >Vx€ {17D}7
<q4 0) 7qA7 > <q ( ) x’xqu7f> Vx € {O’D}’
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