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Si fa presto a dire “infinito”
´ La dispensa 4 descrive il lavoro di Cantor (vabbé, una piiiiccola parte del 

lavoro di Cantor) sui numeri transfiniti:

´ che dimostra che esistono insiemi infiniti “piccoli” e insiemi infiniti “grandi”

´ dove “piccolo” e “grande” sono basati sul concetto di corrispondenza 
biunivoca 

´ e un numero transfinito è la “grandezza” di un insieme infinito

´ Cantor ha dimostrato che non esiste una corrispondenza biunivoca fra 
l’insieme dei numeri naturali e l’insieme dei numeri reali 

´ ossia che comunque si scelga una funzione (totale) f: ℕ → ℝ esiste y! ∈ ℝ
tale che, per ogni x ∈ ℕ, f(x) ≠ y!

´ e questo prova che l’insieme dei numeri reali è strettamente “più grande” 
dell’insieme dei naturali
´ in effetti, Cantor ha dimostrato anche che l’insieme infinito “più piccolo” di tutti è 

quello dei numeri naturali



Si fa presto a dire “infinito”
´ Non studiamo la dispensa 4

´ che è molto bella (non perché l’ho scritta io, sono belli gli argomenti che tratta) 
e, se qualcuno vuole guardarla, ne possiamo discutere al di fuori delle lezioni

´ Vediamo se riesco a darvi un assaggino di quanto è bella...

´ In realtà, quel che Cantor ha dimostrato è che non esiste una 
corrispondenza biunivoca fra l’insieme dei numeri naturali e l’intervallo 
reale [0,1] 

´ ossia, che nel segmento , in questo segmentino tranquillo 
tranquillo che sappiamo disegnare senza difficoltà

´ dentro quel segmentino ci sono infinitissimamente più punti di quanti sono i 
numeri naturali!
´ E mai noi riusciremmo a disegnarli tutti, i numeri naturali...

´ E che lo stesso vale per ogni intervallo reale [0, 𝜀 ] 
´ per quanto vicino allo 0 scegliamo 𝜀

´ Non fa un po’ girar la testa?
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Problemi irrisolvibili

´ La dispensa 5 è dedicata allo studio dell’esistenza di problemi “impossibili” 
da risolvere (come sappiamo, Turing-irrisolvibili, con tutto quel che segue) 

´ Nei paragrafi 5.1 e 5.2 si utilizza quanto studiato nella dispensa 4 per 
dimostrare che esiste un problema irrisolvibile, secondo lo schema 
seguente:

´ 1) si dimostra che le macchine di Turing sono tante quanti i numeri naturali

´ 2) e, utilizzando questo ‘’conteggio’’,  si mostra che esiste almeno un linguaggio 
che non è deciso da alcuna macchina di Turing
´ dimostrando, cioè, che i problemi sono più dei numeri naturali

´ ossia, esiste almeno un problema che non può essere risolto con una 
macchina di Turing
´ facile facile! Basta contare...

´ Per dimostrare il punto 1) dobbiamo tornare un po’ indietro…



macchina = parola = numero

´ ...Siamo a pag. 11 della dispensa 2: avevamo descritto una macchina di 
Turing T 

´ con alfabeto {0,1}, 

´ insieme degli stati QT = {ω0,...,ωk-1} , con stato iniziale ω0, stato di accettazione
ω1, e stato di rigetto ω2 – osservate: |QT|= k

´ e insieme delle quintuple P = {p1,..., ph} , dove la sua i-esima quintupla è              
pi = ⟨ ωi1 ,bi1 , bi2 , ωi2 , mi ⟩

´ mediante la parolona 

´ ρT = ω0 − ω1 ⊗ ω11 − b11 − b12 − ω12 − m1 ⊕ ω21 − b21 − b22 − ω22 − m2 ⊕ ... 

... ⊕ ωh1 − bh1 − bh2 − ωh2 − mh ⊕



macchina = parola = numero
´ Poi, a pag. 13 (dispensa 2) avevamo introdotto una codifica binaria  bQ

dell’insieme QT degli stati di T, che, nella lezione 4 di questa serie, avevamo 
semplificato come segue:

´ bQ : QT  → { 0,1 }k, ossia, la codifica bQ rappresenta uno stato di T mediante una 
parola di k bit

´ bQ(ωi) è la parola che ha un 1 in posizione i+1 e 0 altrove – esempio: se k=4, 
bQ(ω0)=1000, bQ(ω1)=0100, bQ(ω2)=0010, bQ(ω3)=0001 

´ a questo punto, avevamo rappresentato T mediante la seguente parolona 
nell’alfabeto Σ = {0, 1, ⊕, ⊗, −, f , s, d} :

´ β! = bQ(ω0) - bQ( ω1) ⊗ bQ(ω11) − b11 − b12 − bQ(ω12) − m1 ⊕ bQ(ω21) − b21 − 

b22 − bQ(ω22) − m2 ⊕ ... ⊕ bQ(ωh1) − bh1 − bh2 − bQ(ωh2) − mh ⊕

´ Ci siamo quasi…



macchina = parola = numero
´ Quello che viene fatto nel paragrafo 5.1 (dispensa 5) è trasformare la 

parola β" in un numero: sostituiamo in β"
´ ogni carattere ‘s’  con il carattere ‘5’, ogni carattere ‘f’ con il carattere ‘6’, e 

ogni carattere ‘d’ con il carattere ‘7’; 
´ ogni carattere ‘-’ con il carattere ‘4’, ogni carattere ‘⊕’ con il carattere ‘3’ e 

ogni carattere ‘⊗’ con il carattere ‘2’; 
´ ogni carattere ‘◻’ con il carattere ‘9’;

´ Infine, premettiamo il carattere ‘8’ alla parola ottenuta. 

´ Alla “parola” ottenuta… In realtà, quello che abbiamo ottenuto è un 
numero intero

´ Abbiamo associato ad ogni macchina di Turing un numero intero
´ e l’associazione è univoca: a macchine di Turing diverse sono associati interi 

diversi
´ o, equivalentemente, un intero non può corrispondere a due macchine di Turing

´ Cioè, abbiamo imparato a rappresentare le macchine di Turing mediante 
numeri naturali!
´ Mediante parole nell’alfabeto {0,… ,9} che possono essere lette come numeri 

naturali



E ora, ‘’ordiniamo’’ le macchine
´ Abbiamo imparato a rappresentare le macchine di Turing mediante 

numeri naturali

´ se una macchina di Turing T è rappresentata dall’intero h indichiamo 
quella macchina come Th; 

´ A questo punto, possiamo ordinare le macchine: 

scriviamo Th< Tk se h < k 

´ Allora, abbiamo 
una ‘’prima’’ macchina – quella rappresentata dall’intero più 

piccolo di tutti –
una ‘’seconda’’ macchina e così via...

´ Indichiamo con 𝐓𝐡𝟏 la prima macchina, con 𝐓𝐡𝟐 la seconda macchina, ... , 
e, in generale, con 𝐓𝐡𝐢 la i-esima macchina



Ma anche l’input di queste macchine...
´ Osserviamo che, se ci limitiamo a considerare macchine di Turing che 

lavorano sull’alfabeto binario, anche l’input di una TM è rappresentato da 
un numero intero

´ ESERCIZIO: e come distinguere 101 da 0101 da 0000101???
(sugg. : possiamo premettere un 1: 101 → 1101 ,  0101 → 10101 ,  0000101 →

10000101 

´ Allora, abbiamo 
un ‘’primo’’ input, il numero 1 – che rappresenta la parola ‘◻’  
un ‘’secondo’’ input, 10 – che rappresenta la parola 0
un ‘‘terzo’’ input, 11 – che rappresenta la parola 1
un ‘’quarto’’ input, 100 – che rappresenta la parola  00 

e così via...

´ Ossia, una generica parola binaria b è rappresentata dal numero n la cui 
rappresentazione binaria è ottenuta premettendo un 1 alla parola b

´ ESEMPIO: la parola b=0011 è rappresentata dal numero 19 perché la 
rappresentazione binaria di 19 è 10011

´ E, dunque, possiamo pensare che l’input di una macchina di Turing sia un 
numero intero



E allora...
´ Possiamo costruire una matrice M binaria con infinite righe e infinite 

colonne tale che

M[ i,k] = ,
1 se la computazione𝐓𝐡𝐢 𝐤 termina in q$

0 se la computazione𝐓𝐡𝐢 𝐤 𝐧𝐨𝐧 termina in q$

´ cioè, 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

𝐓𝐡𝟏 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 ... 

𝐓𝐡𝟐 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 ... 
... 

𝐓𝐡𝐢 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 ...
...

´ ossia, 𝐓𝐡𝟐 accetta gli interi: 2 (che rappresenta la parola 0), 3 (che 
rappresenta la parola 1), 6 (la parola 10), 8 (la parola 000), 10 (la parola 
010), ...



M e linguaggi
´ Abbiamo costruito la matrice M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

𝐓𝐡𝟏 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 ... 

𝐓𝐡𝟐 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 ... 
... 

𝐓𝐡𝐢 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 ...
...

´ M rappresenta tutti i linguaggi accettati dalle macchine di Turing
´ perché tutte le macchine di Turing sono rappresentate in M!

´ Così, ad esempio, gli 1 sulla riga 1 rappresentano il linguaggio 𝐋𝟏 accettato 
da 𝐓𝐡𝟏 : 𝐋𝟏 = { 3, 5, 8, 9, 10, ...}

´ o, equivalentemente, 𝐋𝟏 = { 1, 01, 000, 001, 010, ...}



E ora, diagonale!
´ Consideriamo la diagonale della matrice M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

𝐓𝐡𝟏 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 ... 

𝐓𝐡𝟐 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 ...

𝐓𝐡𝟑 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 ... 

𝐓𝐡𝟒 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 ...
...

´ e costruiamo un linguaggio L che rappresenta la diagonale 
‘’complementata’’
´ ossia, contiene tutti e soli i numeri cui corrisponde uno 0 sulla diagonale

´ nell’esempio, L conterrebbe 1 e 4

´ Formalmente, L = { k : M[k,k]=0}

´ O, anche, L = { k : 𝐓𝐡𝐤(k) non accetta}



Ricapitoliamo
´ L = { k : 𝐓𝐡𝐤(k) non accetta }

´ allora: 

´ il linguaggio L non è accettato da 𝐓𝐡𝟏, perché 1 ∈ L ma 𝐓𝐡𝟏(1) non accetta

´ il linguaggio L non è accettato da 𝐓𝐡𝟐, perché 2 ∉ L ma 𝐓𝐡𝟐(2) accetta

´ il linguaggio L non è accettato da 𝐓𝐡𝟑, perché 3 ∉ L ma 𝐓𝐡𝟐(3) accetta

´ il linguaggio L non è accettato da 𝐓𝐡𝟒, perché 4 ∈ L ma 𝐓𝐡𝟒(4) non accetta

´ ...

´ Ossia, il linguaggio L non è accettato da nessuna delle macchine che 
compaiono come righe della matrice M

´ Ma tutte le macchine di Turing sono rappresentate in M

´ Questo significa che 

non esiste alcuna macchina di Turing che accetti L

´ Ossia, 

L è un linguaggio non accettabile



Problemi irrisolvibili
´ Abbiamo dimostrato che esiste almeno un problema che non può essere 

risolto con una macchina di Turing

´ abbiamo usato la tecnica della diagonalizzazione – la stessa usata da Cantor 
per mostrare che [0,1] contiene più punti di quanti sono i numeri naturali

´ in qualche modo, abbiamo mostrato che il numero dei problemi è maggiore del 
numero di macchine

´ Purtroppo, la dimostrazione non ci dà alcuna idea di come possa essere 
fatto un problema irrisolvibile – non ci permette di costruirlo!
´ magari, i problemi irrisolvibili sono strani, astrusi, sono problemi astratti costruiti 

apposta per essere irrisolvibili… Problemi, insomma, che non incontreremmo mai 
nella vita reale e che, quindi, che ce ne importa se non li sappiamo risolvere?

´ Invece, non è così!

´ Turing ha costruito un problema irrisolvibile

´ anzi, la sua macchina l’ha inventata proprio per arrivare a dimostrare che 
questo problema è irrisolvibile

´ ed è un problema con il quale ogni informatico fa i conti tutti i giorni!



Costruire un problema irrisolvibile
´ Ricordiamo che abbiamo imparato a rappresentare una macchina di Turing 

mediante un numero naturale – abbiamo codificato macchine di Turing mediante 
numeri naturali

´ se vogliamo dirlo bene, abbiamo trovato una corrispondenza biunivoca fra le macchine 
di Turing e un sottoinsieme dei numeri naturali

´ i numeri naturali che rappresentano macchine di Turing hanno certe proprietà: iniziano 
tutti per 8, …

´ ESERCIZIO: scrivete tutte le proprietà che un numero deve soddisfare perché sia la 
codifica di una macchina di Turing. E fatene un algoritmo J

´ E abbiamo anche visto che, se ci limitiamo a considerare macchine di Turing che 
lavorano sull’alfabeto binario, anche l’input di una TM è un numero intero



Costruire un problema irrisolvibile
´ Turing considerò il seguente linguaggio, sottoinsieme di ℕ × ℕ :                              

LH = { (i,x) ∈ ℕ × ℕ : i è la codifica di una macchina di Turing Ti e Ti (x) termina }

´ che si chiama Halting Problem

´ Turing dimostrò che LH è accettabile

´ e dimostrò anche che LH non è decidibile

´ e questo, come sappiamo bene!, significa che LH
C non è accettabile

´ e su questo punto torneremo più avanti

´ E noi, adesso, studiamo queste dimostrazioni (paragrafo 5.3 della dispensa 5)

´ Ma prima cerchiamo di capire che senso ha domandarsi, data (i,x) ∈ ℕ × ℕ, se 
(i,x) ∈ LH    

´ quale può essere la rilevanza di questa domanda?



A chi importa dell’Halting Problem?
´ Sei informatico, ti capiterà, qualche volta nella vita, di scrivere un 

programma

´ complicatissimo – mesi e mesi di lavoro

´ Bene, dopo tutta questa fatica, lanci il tuo programma su un certo input x

´ x è un’istanza del problema risolto dal tuo programma della quale è 
importantissimissimo calcolare la soluzione!

´ e attendi la risposta…

´ ... e attendi ...

´ ... e attendi ...

´ Ti viene un dubbio atroce: e se fosse andato in loop?!

´ Certo sarebbe bello se esistesse un programma che, se gli do in input un 
altro programma P e un suo input x, quello mi dice se  l’esecuzione di P su x
termina oppure no
´ sarebbe bello se esistesse un programma che decide l’Halting Problem!



LH è accettabile – Teorema 5.4
´ Questo è facile: prendete la macchina Universale U e le fate un paio di 

modifiche – trasformandola nella macchina U’

´ la prima modifica serve a fare in modo che U’ verifichi se l’input i scritto sul suo primo 
nastro è davvero la codifica di una macchina di Turing Ti – e che ve l’ho assegnato a 
fare l’esercizio, sennò?!

´ se non è così, U’(i,x) rigetta

´ La seconda modifica, serve a fare in modo che, se i è la codifica di una 
macchina di Turing Ti , U’ accetti la coppia (i,x) ogni qualvolta Ti (x)  termina, 
ossia, sia nel caso in cui accetta sia nel caso in cui rigetta:

´ accertato che i è la codifica di una macchina di Turing Ti, U’(i,x) simula U(i,x) e 
´ se U(i,x) accetta allora U’(i,x) accetta

´ se U(i,x) rigetta allora U’(i,x) accetta

´ quindi U’(i,x) accetta tutte e sole le coppie (i,x) che appartengono a LH – ossia, 
LH è accettabile

´ Ma se (i,x) ∉ LH? Ossia, se (i,x) ∈ LHC? Nulla possiamo concludere circa l’esito 
della computazione U’(i,x)…



LH non è decidibile
´ Ma questo lo dimostreremo la prossima lezione


